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Аннотация. Анализируется информационная база данных о точности вычисленных 
значений частотных характеристик свободных колебаний плотины треугольной формы 
жестко закрепленной на скальное основание решенные разными авторами. В результате 
анализа влиянии форм конечных элементов предлагается специальный критерий, 
позволяющий назначить минимального количества задания расчетных узловых масс. 
Излагается результаты конечноэлементного расчета по нахождению частотных 
характеристик сложного крупномасштабного объекта -состоящая из систем горных склонов 
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во взаимосвязи между собой и с деформируемым основанием. Показывается 
соответствующие для пяти низких частот формы колебаний относительно скальной 
основании.  
 
Abstract. The information database on the accuracy of the computed values of the frequency 
characteristics of free oscillations of a triangular-shaped dam rigidly fixed to a rock foundation 
decided by different authors is analyzed. As a result of the analysis of the influence of the finite 
element forms, a special criterion is proposed that allows to assign a minimum amount of the design 
of the target nodal masses. The results of a finite element calculation for finding the frequency 
characteristics of a complex large-scale object-consisting of mountain slope systems in the 
interrelation between themselves and with a deformable base-are presented. The shape of 
oscillations corresponding to five rock-frequencies with respect to a rock base is shown. 
 
Ключевые слова: алгоритм, компьютер, критерий, главные частоты, форм колебаний.  
 
Keywords: algorithm, computer, criterion, main frequencies, vibration modes. 
 
С целью выработки критерия определяющий точности вычисленных значений 
частотных характеристик упругой области сначала решена тестовая задача о свободном 
колебании плоской плотины прямоугольной треугольной формы с жестко закрепленным 
нижним основанием  рассмотренные различными авторами [1-3]. Предполагалось, что массы 
конечных элементов равномерно распределены по их площадям; матрица масс системы М 
разлагалась на треугольные матрицы методом Холецкого. Физико – механические 
постоянные однородного материала плотины таковы: объемный вес - 𝛾 = 2,35 ∙
10−2 Мн
м3
,
модуль Юнга −  𝐸 = 2,46 ∙ 104 Мпа, коэффициент Пуассона 𝜈 =0,3;  высота плотины - 
Н=100м, ширина по основанию - 75L м.Треугольная область сечения плотины разбивалась 
на переменное количество треугольных элементов; исключим из матриц    KM ,  элементы, 
соответствующие узлам, лежащим на основании. Количество узлов при счете варировался, 
взято от 43 до 144 узлов. Все вычисления производились с двойной точностью. Следует 
сказать, что затем появились переведенные на русский язык основопалагающие капитальные 
работы по применению МКЭ к динамическим задачам книги О. Зенкевича [4], К. Бате, Е. 
Вильсона [5], из Казахстанских авторов [6] и др. На Рисунке 1 приведены варианты 
применения конечных элементов различной формы. Вариант Рисунка 1.а применены И. А. 
Константиновым, Л. А. Розиным и автором работы [3]. В данной работе повторениями 
результатов этих авторов полученные в свое время элементами треугольной формы, в 
настоящей работе решена та же задача с применением изопараметрических элементов. 
Получены те же значения частот свободных колебаний для этой области. Далее после такого 
обоснования достоверности алгоритма, разработанного критерия назначения границ 
расчетной области, с целью моделирования склонов гор, сначала решены задачы, показанные 
на Рисунке 1.а, затем варианты Рисунке 1. b, с и d.  
Подробные алгоритмы решения такой задачи имеется в работе [6] с применениям 
моделей горных пород [7-8] и для грунтов [9] анизотропного строения. 
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а.                                        b.                                                    c.                                           d. 
 
Рисунок 1. Расчетные треугольные области различной формы для решения тестовых задач для 
нахождения частоты свободных колебаний: а, b– область плотины, моделированная трехузловыми 
элементами; с, d– область плотины,  
моделированная изопараметрическими четырехузловыми элементами. 
 
В Таблице 1 приведены значения первых низших частот колебаний плотины, 
полученные разными исследователями и автором настоящей диссертации. Из таблицы 
видно, при всех одинаковых размерах и значениях упругих постоянных материала плотины 
наблюдаются небольшие расхождения в значениях низших частот  5,1ii  с увеличением 
количества узлов, а в значениях 6 - существенное различие. Это различие, по-видимому, 
объясняется тем, что авторы [1-2], матрицу масс приняли в виде (4.10), т.е. массы элементов 
сосредоточены в узлах, следовательно, ММС является диагональной. В вычислениях низших 
частот автором использованы матрицы равномерно распределенных масс. Эти расчеты 
показывают о применимости привлечение ограниченного количества узлов при расчете 
значений низших частот изучаемого объекта на основе разработанного алгоритма и 
программы. 
 
Таблица 1.  
СРАВНЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ НИЗШИХ ЧАСТОТ КОЛЕБАНИЙ ПЛОТИНЫ ТРЕУГОЛЬНОЙ ФОРМЫ
Источники n 
Номера низших частот ,i  рад/сек 
1 2 3 4 5 6 
1. Константинов И. А. Динамика 
гидротехнических сооружений. Ч. II. 
Ленинград: Энергия, 1976, 196 с. 
25 29,7 68,4 75,9 124,2 156,1 173,5 
36 29,1 68,0 75,2 122,3 152,4 176,0 
144 25,5 64.8 73,6 114,2 161,4 168,6 
2. Розин Л. А. Метод конечных 
элементов в применении к упругим 
системам. М.: Строийздат, 1977, 129 с. 
144 27,5 64,8 73,6 114,2 161,4 200,7 
3. Канд. Дисс. И. Б. Баймаханов  36 29,6 71,6 77,7 140,4 169,2 212,9 
45 28,7 69,4 76,2 132,8 166,8 206,6 
78 28,6 66,7 77,8 121,7 169,2 187.6 
144 27,4 64,9 73,9 115,4 163.9 173,8 
Настоящая работа 144 26,3  64,7 73,8 114,6 162,1 171,2 
Переходим теперь к изучению свободного колебания крупного объекта, состоящая из 
массива систем горных склонов. Проблемой здесь является вопрос выбора размера области 
длиной 𝐿 и высотой 𝐻 следует и установить минимально необходимое количества расчетных 
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узловых масс. Иначе найденные без обоснования необходимой минимальной количествы 
масс, полученные результаты будут неверные. Показанные на Рисунке 2 на границах 
конечноэлементной расчетной области ставились конкретные кинематические условия,  
отражающие физическую сущность колебательного процесса горных склонов. Для 
подтверждения достоверности разработанной расчетной схемы, необходимо, обосновать 
выбор размера ее внешних границ. С этой целью, исходя из критерия, разработанного И. Б. 
Баймахановым в свое время для подземных сооружений через площади, предлагаем 
следующий критерий для исследования динамики горной системы через массу [3]: 
 
𝑚𝑠1 = ∑ 𝑚𝑖  
𝑛
𝑖=1                                                                 (1)𝐾𝑚 =
𝑚𝑠1
𝑀𝑠2+𝑚𝑠1
                                                                 
(2) 
В этих выражениях: 𝑛 −количество склонов; 𝑚𝑠1- масса систем горных склонов на 
суммарной площади 𝑠1; 𝑀𝑠2- масса сплошной области оснований горных систем 𝑠2, 
вычисляемый прямым произведением длины 𝐿 на высоту 𝐻. 𝜔0 = 𝜔0𝑗+1Для оценки 
величины 𝐾𝑚 исходим из условия выполнения точности шага табулирования 
акселерограммы землетрясении примем: 
𝜔0 = 𝜔0𝑗+1 
∆𝑡 = 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖                                                               (3) 
 
Для достижения линейности изменения функции на бесконечно малом отрезке времени 
∆𝑡 описывающий в целом нелинейного изменения записи акселерограмм ее длина должна 
быть ∆𝑡 ≤ 0.01 сек. Числовые эксперименты показали, что приемлемые стабильные значения 
вычисленной наименьшей частоты свободных колебаний 𝜔0 (или это главный тон 
колебаний)  получится при выполнении условия: 
𝜔0 = 𝜔0𝑗+1 − 𝜔0𝑗 ≤ 0.01    (4) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 2. Конечноэлементная расчетная схема задачи по определению частоты  
и форм свободных колебаний системы состоящей из горных склонов 
 
Обозначим эту точности как 𝜀 = 0.01
рад
сек⁄  . Оказался что, точность вычисления 
наименьшей частоты главного тона колебаний 𝜔0 оказался одинаковой что и значения   
назначенного шага табулирования акселерограммы землетрясения ∆𝑡. Окончательно 
получим критерия назначения конечных размеров наземной и подземной части расчетной 
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конечноэлементной области: 𝐾𝑚 =
𝑚𝑠
𝑀+𝑚𝑠
≤ 0.01 (5). С помощью предложенного критерия 
определяющий истинных частот свободных колебаний (1)-(5) и по алгоритмам работ [10-12] 
частоты и формы свободных колебаний системы состоящей из горных склонов, показанный 
на Рисунке 2, при следующих значениях длин и высот:  𝑙1 = 350м, 𝑙1 = 300м, 𝑙1 = 150м, 
𝑙1 = 400м, 𝑙1 = 200м, 𝑙1 = 400м, ℎ1 = 350м , ℎ1 = 150м, ℎ1 = 220м, ℎ1 = 250м, ℎ1 =
180м, ℎ1 = 200м, ℎ1 = 300м. Общая длина основании горных склдонов, 𝑙𝑠 = 2000м. Высота 
полуплоскости - 𝐻 = 3000м длина по основанию -  𝐿 = 7000м.Для простоты упругие 
свойства горных склонов и основании приняты одинаковыми и при горизонтальной 
слоистости -угол наклона слоев 𝜑 = 0  имеют следующие физико-механические свойства: 
𝐸1 = 1.074 ∙ 10
4Мпа, 𝐸2 = 0.513 ∙ 10
4Мпа, 𝐺2 = 0.120 ∙ 10
4Мпа, 𝜈1 = 0.413, 𝜈2 = 0.198По 
предложенному критерию и алгоритмам работы [6] найдены значения частот свободных 
колебаний и соответствующие им формы свободных колебаний. Из теории колебаний 
известно, что высшие частоты не вносят значительный вклад на форму колебаний. По этому 
в Таблице 2 приведены значения первых 10 низких круговых частот, периодов и частот в 
герцах.  
Таблица 2.  
ЗНАЧЕНИЯ ПЕРВЫХ ДЕСЯТЫХ ГЛАВНЫХ ЧАСТОТ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ 
СИСТЕМ ГОРНЫХ СКЛОНОВ
Номерачастот Круговыечастоты
секрад /,  
Периоды секТ ,  Частоты гцf ,  
1 0.030 211.3 0.047 
2 0.035 180.2 0.055 
3 0.040 156.0 0.064 
4 0.041 150.5 0.066 
5 0.042 149.2 0.067 
6 0.053 119.1 0.084 
7 0.054 118.3 0.085 
8 0.056 112.1 0.089 
9 0.059 105.8 0.094 
10 0.062 101.7 0.098 
 
Анализируя полученные результаты заметим, что, во-первых, значения круговых 
частот расположены плотно, во-вторых, период 10-тона колебаний уменьшается в 2 раза по 
сравнению с главным тоном колебаний. Формы колебаний, соответствующие первым 5-ти 
частотам показаны на Рисунке 3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
секрад /030.01   
секрад /035.02 
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Рисунок 3. Формы свободных колебаний исследуемой области, состоящей из систем горных склонов, 
соответствующие первым 5-ти частотам 
 
 
 
По главной частоте -𝜔1, который соответствует первая форма колебаний все склоны 
гор сдвигаются влево, по второй частоте 𝜔2, наоборот все склоны смещаются 
преимущественно вправо. Начиная с третьей частоты 𝜔3 и выше совершаются волнистые 
формы, которые опускаются вниз и поднимаются вверх.Эти найденные частоты свободных 
колебаний имеют важные значения при сейсмическом вынужденном колебаний, который 
выясняется возможности наступления резонанса. 
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